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UNIDAD N©°3
Variables aleatorias unidimensionales. Distribuciones.

Nocion general de una variable aleatoria. Variables aleatorias discretas y continuas.
Definicion y ejemplos.

Variable aleatoria discreta. Distribucion de probabilidad para una variable aleatoria
discreta. Funcion de distribucion o funcion de probabilidad acumulada.
Caracteristicas: Esperanza matematica y desvio estandar de una variable aleatoria
discreta. Variancia y desvio estandar de una variable aleatoria discreta.

Distribuciones discreta: Bernoulli, Binomial, Hipergeométrica y de Poisson.

Distribucion binomial de probabilidad. Aplicacion. Caracteristicas de la distribucion
binomial. Esperanza y desvio estandar de una distribucion binomial.

La variable aleatoria de Poisson. Distribucion de Poisson. Definicion. Teorema. La
distribucion de Poisson como una aproximacion a la distribucion binomial.

Aplicacion a problemas de espera. Ajuste de datos estadisticos a la distribucion de
Poisson.

Variables aleatorias continuas. La distribucion normal. Propiedades. Distribucion
normal como limite de la distribucion binomial. Integracion de la funcion de
probabilidad. Problemas de aplicacion.

La ley de los grandes nimeros. Teorema central del limite.

Propésitos:
Brindar oportunidades para la construccion de herramientas que permitan:

- Analizar los conceptos mas relevantes de la teoria de probabilidades y
aplicarlos a la resolucion de problemas.

- Reconocer la necesidad del estudio de la teoria probabilistica, como
instrumento para medir la incertidumbre en el proceso inferencial y para la
construccién de modelos que describan la realidad y posibiliten su analisis.

- Analizar diferentes distribuciones de probabilidad de variables aleatorias
discretas y continuas con sus modelos matematicos especificos.

- Distinguir campos de aplicacion para cada modelo en particular tomando en
cuenta especialmente la forma de seleccién de las unidades experimentales.
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1. Introduccion

En la Unidad N©°3 analizaremos distribuciones de probabilidad que corresponden a
variables aleatorias discretas y continuas.

2. Variables aleatorias unidimensionales

Una variable aleatoria numérica es un fendmeno de interés cuyos resultados se
pueden expresar en numeros.

Las variables aleatorias se clasifican en discretas y continuas:

o DISCRETA: La variable aleatoria X se dice que es discreta si los nameros
asignados a los sucesos elementales de E son puntos aislados. Sus posibles
valores constituyen un conjunto finito o infinito numerable. Por ejemplo,
supongamos el experimento consistente en lanzar tres veces una moneda no
trucada; si consideramos la variable aleatoria X=nUmero de “caras” obtenidas
en los tres lanzamientos, los valores que puede tomar esta variable aleatoria
son finitos (0, 1, 2, 3).

o CONTINUA: La variable aleatoria X sera continua si los valores asignados
pueden ser cualesquiera, dentro de ciertos intervalos, es decir, puede tomar
cualquier valor de R. Por ejemplo, si consideramos el experimento aleatorio
consistente en medir el nivel de agua en un embalse y tomamos la variable
aleatoria X="nivel de agua”, esta puede tomar valores entre 0 y mas infinito.

Ejemplo 1

Supongamos un experimento aleatorio que consiste en tirar al aire simultdneamente
dos monedas.

Los resultados posibles de dicho experimento son W = {cc, cx, Xc, xx}

Si se estd interesado en conocer el numero de caras, al tirar dos monedas
simultaneamente, necesitamos definir una variable que exprese cada resultado de
este experimento aleatorio.

Entonces, simbolizando a esta variable con X, a la cantidad de caras al tirar dos
monedas. De acuerdo al conjunto de resultados posibles de este experimento,
podemos construir la siguiente tabla:

Cuantificacion de Resultados de un experimento Aleatorio

Resultados del

experimento Valores de X

Cc
Cx

Xc
XX

Los resultados de este experimento aleatorio no son nimeros. Por eso, para poder
cuantificarlos, tendremos que asociar un nimero a cada uno de estos resultados.

Una variable aleatoria es aquella cuyos valores surgen asignando nimeros, a
los resultados de un experimento aleatorio.
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3. Distribucion de probabilidad

Distribucion de probabilidad es un modelo tedrico que describe la forma en que varian
los resultados de un experimento aleatorio, es decir, nos da todas las probabilidades
de todos los posibles resultados que podrian obtenerse cuando se realiza un
experimento aleatorio.

Se clasifican como discretas o continuas.

En la distribuciéon de probabilidad discreta estd permitido tomar sélo un ndmero
limitado de valores. En la continua, llamada funcién de densidad, la variable que se
esta considerando puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo dado.

3.1 Distribucion de Probabilidad Discreta

Sea un espacio probabilistico y sea X una variable aleatoria discreta que toma como
posibles valores X1’ xz, ..... X .

Al conjunto de pares ordenados (X; ; P(x;)) se lo denomina funcién de probabilidad
o distribucién de probabilidad o simplemente distribucion de la variable aleatoria

Lo simbolizamos en la siguiente tabla: X | P(X=xi)
X1 | P(x1)
X2 | P(X2)
X3 | P(x2)

Las condiciones que cumple la Distribucion de Probabilidad son:

(a) P(x;) = 0 para cualquier valor de x;

n
(b) ZP(Xi) =1 que se denomina condicidn de cierre de la distribucion.
i=1

Para el ejemplo 1:

- simbolizaremos con Xx; los valores particulares que toma la variable aleatoria X y
en este caso setendra x1 =0, x2 =1, x3 =2

- los resultados son igualmente probables y, por ello, es logico pensar en
asignarle a cada uno la misma probabilidad, o sea 1/4.

A partir de este razonamiento, construimos la siguiente tabla:
Funcion de Probabilidad de la Tirada Simultanea de Dos Monedas

Valores de la B
variable aleatoria Probabilidad

0 1/4
1 2/4
1/4

4/4 =1

Se observa que en la tabla anterior, en la primera columna aparecen los distintos
valores que toma la variable aleatoria X y en la segunda, la correspondiente
probabilidad P(x) que puede asimilarse a la nocidn de frecuencia relativa.

e
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Notese que la suma de las probabilidades P(x)
correspondientes a todos los valores

posibles que toma la variable aleatorio es 11
siempre igual a 1. Esto se debe a que los
valores surgen de la cuantificacion de todos
los resultados posibles de un experimento

aleatorio y ya hemos visto que P (S) = 1 031

Podemos representar graficamente Ila ]
funciéon de probabilidad de una variable 0

aleatoria discreta por medio de un grafico a 0 ! 2 X
bastones.

En este caso, tendremos:

El Valor esperado de la variable es el promedio de todos sus valores, ponderados por
sus respectivas probabilidades.

Ejemplo 2

Una ruleta contiene 38 casillas, numeradas 00, 0, 1, 2,.... 36. Una posibilidad consiste
en apostar al suceso "el resultado es un numero impar". Un jugador que realice esta
apuesta ganara en 18 de los 38 resultados posibles.

Puesto que hay 18 impares:
P (El resultado es un numero par) = 18/38 = 9/19
P (El resultado es un nimero impar) = 18/38 = 9/19

Si un jugador realiza una apuesta $1000, con lo cual recibe $2000 si el resultado es
un numero impar y nada en caso contrario, podemos representar la "ganancia" (en
pesos) del jugador como $1000 con probabilidad 9/19 y (- $1000) con probabilidad
(1-9/19 ) = 10/19. Entonces el valor esperado de su ganancia es:

1000 x (9/19) + (-1000) x 10/19 = - 100 pesos. Espera perder $100

3.2 Distribucion de probabilidad continua

Si la variable aleatoria es continua, hay infinitos valores posibles de la variable y entre
cada dos de ellos se podrian definir infinitos valores.

En estas condiciones no es posible deducir la probabilidad de un valor puntual de la
variable como se puede hacer en el caso de las variables discretas. Pero si es posible
calcular la probabilidad acumulada hasta un cierto valor (funcidon de distribucién) y
como cambia esa probabilidad acumulada en cada punto (densidad de probabilidad).

Por tanto, cuando la variable aleatoria sea continua hablaremos de funcion de
densidad.

Sea X una variable aleatoria continua, se llama funcién de densidad y se representa
como f(x) a una funcidn no negativa definida sobre la recta real, tal que para cualquier

b
X; perteneciente al intervalo real [a,b] se verifica P(a< X <b) =I f (x)dx
a

Esta probabilidad se convierte en un area o superficie: bajo la curva f(x), sobre el eje
0x, entre las rectas de ecuaciéon x = ay x = b.
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4. Distribucion de probabilidad para una variable
aleatoria discreta

4.1 Funcion de Probabilidad

La funcién de distribucion describe el comportamiento probabilistico de una variable
aleatoria discreta X asociada a un experimento aleatorio y se representa como F(X).

Para estudiar la funcién de distribucion distinguiremos entre el caso discreto y el caso
continuo.

En este punto se analizara el caso discreto.

Sea X una variable aleatoria discreta asociada a un espacio probabilistico, se define la
funcion de distribucién:

F(x): % —[01] que verifica F(x)=P[X <x]=> P

X; <X

Estableciendo la analogia entre probabilidad y frecuencia relativa, resulta util para el
estudio de la distribucién de la probabilidad de la variable discreta, obtener la funcién
de distribucion acumulada, la cual debe cumplir con las siguientes condiciones:

(@) 0 <F(x)<1

(b) Es una funcién no decreciente.
Dado dos numeros reales cualesquiera X, y X, tales que X, <X, entonces

F(x) <F(x,)

(c) F (+o0) = P(X < ©) = 1 ya que es pedir la probabilidad de que la variable toma
cualquier valor de su campo de variacion.

(d) F (-0) = 0 vya que no tomara valores negativos.

También es posible encontrar la F (x;) acumulada, la cual asigna a cada probabilidad la
suma de las probabilidades acumuladas. Estos valores pueden ordenarse en una tabla
como la siguiente:

e N

X; P(x;) F(x;) acumulada
X1 P(x1) F(x1)=P(x1)
X2 P(x2) P(x1) + P(x2) = F(x2)

- S

Estas tablas pueden ser utilizadas para obtener diversas probabilidades para valores
de x o para valores menores o iguales a Xx.

e —————
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Ejemplo 3

Suponiendo el experimento aleatorio E: tirada de un dado y siendo la variable X: los
puntos que aparecen en cada una de las tiradas.

La tabla de funcion de distribucién de probabilidad acumulada:

-~

Xi | P(xi) | F(xi)
1] 1/6 | 1/6
2| 1/6 | 1/3
3| 1/6 | 1/2
4| 1/6 | 2/3
5| 1/6 | 5/6
6| 1/6 1
- /

Nos puede interesar calcular:

P(x=3puntos)=%; P(x52puntos)=% yP(x>6puntos)=%=O

Ejemplo 4

Sea E: “observar el resultado (Aprobado o no aprobado) de tres alumnos”

En este caso, los posibles resultados no vienen expresados en forma numérica. Se
adopta entonces un codigo conveniente para expresar los resultados: Aprobd = 1 y No
Aprob6 = 0

De esta forma:
s =4{(0,0,0) ; (0,0,1) ; (0,1,0) ; (1,0,0) ; (O,1,1); (1,0,1) ; (1,1,0) ; (1,1,1)}

Nos interesa estudiar el nUmero de aprobados que se presentan y la denominaremos
con Xx;, cantidad variable que tomara valores diferentes cada vez que se realice el
experimento. En nuestro ejemplo sera:

x; = 0 aprobado {(0,0,0)}

X, = 1 aprobado {(0,0,1) ; (0,1,0); (1,0,0)}
x3 = 2 aprobados  {(1,1,0); (1,0,1); (0,1,1)} X; | p(x;)
X4 = 3 aprobados {(1,1,1)} 0

En este caso la variable aleatoria discreta X = numero de
alumnos aprobados, ha sido generada por tres observaciones al
azar vy los valores posibles que pueden asumir son: x;= 0, 1, 2, 1
3

Como cualquier valor de la variable aleatoria es un suceso,
podemos calcular su probabilidad de aparicion que
denominaremos asi:

F(X/)\

P(Xz = 1) =

0o | w

P(X3 = 2) =

0o | w

P(X4 = 3) =

0| =

2

N
Dl Mlw @mlw e
e @l~ @l Dk

Indicamos las funciones de probabilidad y la de distribucién en la
siguiente tabla:

=

o /
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—————————————————————————————————————————————————————————————
Nos puede interesar calcular:

1 1
P (ningun aprobado) = g P (todos aprobados) = §

P (al menos un aprobado) =

©| o
Nlw

Ejemplo 5

Se considera la siguiente distribucion de frecuencias que corresponde a una
distribuciéon empirica de la variable edad en afios de personas mordidas por perros.

Indicar la funcién de probabilidad y la funcidn de distribucion acumulada.

X: Edad de las personas mordidas por perros (en anos)

Edad de las
personas fi % P(xi) F(xi)
mordidas (afios)
0-2 43 6,8 0,068 0,068
3-5 57 9,0 0,09 0,158
6-12 152 24,0 0,24 0,398
13 - 18 74 11,7 0,117 0,515
19 - 30 89 14,0 0,14 0,655
31 -40 45 7,1 0,071 0,726
41 - 50 58 9,1 0,091 0,817
51 -60 44 6,9 0,069 0,886
61 y mas 72 11,4 0,114 1

Asi, la probabilidad de que sea mordida una persona cuya edad oscila entre 3 y 5 afos
es 0.09.

Si queremos saber la probabilidad de que una persona menor de 18 afios sea mordida
debemos sumar:

P(X <18) = 0,068 + 0.09 + 0.24 + 0,117 = 0,515

Entonces el 51,5% de las personas mordidas tienen 18 afios o0 menos.
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4.2 Parametros de una variable aleatoria discreta

Las medidas descriptivas para la distribucion de una variable aleatoria se denominan
parametros.

Aprovechando la similitud entre frecuencia relativa y probabilidad, recordamos que
cuando teniamos una distribucion de frecuencias, calculdbamos la media y la varianza.

Generalmente, cuando consideramos una variable aleatoria y su correspondiente
funcién de probabilidad, la media aritmética de esta variable aleatoria se denomina
esperanza matematica. La media ¢ de una distribuciéon de probabilidad es el valor

esperado o esperanza de su variable aleatoria.

La esperanza de una variable aleatoria discreta es un promedio ponderado de todos
los resultados posibles.

La esperanza matematica de una variable aleatoria discreta, se calcula como
la suma de cada valor que toma la variable multiplicado por su respectiva

probabilidad
En simbolos E(X):Z:Xi P(x)=u
i=1

Practicamente, la esperanza matematica calcula el valor esperado promedio de una
variable aleatoria el cual estd en funcién de la probabilidad asignada a cada uno de los
valores que toma dicha variable.

La varianza, de una variable aleatoria discreta, se define como la suma de los
desvios de cada valor que toma la Variable aleatoria con respecto a la
esperanza matematica, elevados al cuadrado y multiplicados por su
respectiva probabilidad.

En simbolos V(X) :Zn:[xi ~E(X)]?P(x)

También en esta situacion se puede obtener la desviacion estandar como la raiz
cuadrada positiva de la varianza.

o =V(X) :\/i[xi ~E(X)]?* P(x))

i=1

Un problema de aplicacién

Supongamos que la probabilidad de que una casa de cierto tipo sea destruida por un
incendio en un periodo cualquiera de 12 meses es 0,005, segun calculos actuariales
efectuados por un organismo pertinente.

Una compafiia de seguros ofrece al propietario de una casa una pdliza contra incendio
por el término de 1 afio valuando la casa en 20.000 ddlares y cobrandole una prima de
200 dolares.

¢Cual es la ganancia esperada de la compafiia?

Para resolver este problema debemos definir, en primer lugar, la variable aleatoria y
establecer los distintos valores que ella puede tomar.

La variable aleatoria G = ganancia de la compaifiia, la cual puede tomar los valores
200 ddlares si la casa no sufre un accidente de incendio y - 19.800 délares si la casa
se quema durante el afio que cubre la pdliza.
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La funcion de probabilidad de G es, entonces:

G,

200

- 19.800

Con esta informacién podemos calcular la
ganancia esperada promedio de la compafia de seguros.

E (G) = 200 . 0,995 + (- 19.800) . 0,005 = 100 délares

La compania de seguros espera ganar 100 ddlares, en promedio, con operaciones de
este tipo.

Retomando el ejemplo 3, construimos la tabla para el calculo de la esperanza y el

desvio estandar:

Xj P(xi) Xi P(xi) [x = E(X)]* | [x = E(X)]* P(x)
0 1/8 0 2,25 0,28125
1 3/8 3/8 0,25 0,09375
2 3/8 6/8 0,25 0,09375
3 1/8 3/8 2,25 0,28125

K 1 12/8=1,5 0,75 /

Es decir, el nUmero esperado de alumnos aprobados es 1,5 (entre 1 y 2 alumnos), con
un desvio estandar de 0.866. Dado que es un valor teorico, el resultado por mas que
corresponda a una variable aleatoria discreta no debe redondearse.

4.3 Distribuciones de probabilidad mas conocidas

Las distribuciones discretas mas conocidas en la literatura estadistica son la
distribuciéon Bernoulli, la distribuciéon Binomial, la distribucion Hipergeométrica y la
distribucion de Poisson.

Definiremos brevemente cada una de ellas a través de las situaciones practicas en las
cuales se presentan y la manera de calcular sus respectivas probabilidades, ya sea por
medio de su funcion de probabilidad y/o de tablas ya confeccionadas para tal fin.

4.3.1 Distribucién Bernoulli

Segun la definicion de variable aleatoria discreta, ésta puede tomar sdlo ciertos y
determinados valores, generalmente expresados por nimeros enteros.

El caso mas sencillo es el que la variable aleatoria discreta es dicotdmica, es decir que
puede tomar soélo dos valores. Para simplificar, se puede pensar que estos dos Unicos
valores sonel 0y el 1.

Una variable aleatoria X que toma solamente los valores 0 y 1se denomina
variable bipuntual o de Bernoulli.

Una variable bipuntual surge de un experimento llamado Bernoulli (en honor a Jacques
Bernoulli que vivié en la Ultima mitad del siglo XVII). Este experimento consiste en
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observar una sola unidad experimental y clasificarla en una de dos categorias
mutuamente excluyentes y exhaustivas.

Ejemplo 6

Supongamos que se esta estudiando el sexo de determinados individuos.

El experimento consiste en seleccionar un individuo y clasificarlo de acuerdo al sexo.
Los dos unicos resultados posibles de este experimento seran W = (vardn, mujer)

Para cuantificar estos dos resultados posibles y definir una variable aleatoria, podernos
asignar el valor 1 al resultado varén y el valor 0 al resultado mujer. Estos dos
resultados posibles del experimento de clasificar a un individuo segin su sexo, seran
igualmente probables. Es decir que puede asignarse una probabilidad igual a 1/2 a
cada uno de estos eventos.

Sin embargo existen situaciones practicas en las cuales los eventos se presentan con
probabilidades diferentes. Si la muestra fuera extraida del conjunto de individuos que
vive en una base militar, es evidente que el resultado varén tendria una mayor
probabilidad de ocurrir.

Para poder asimilar esta distribucion de probabilidad a cualquier situacion, se
simboliza la probabilidad de que el individuo sea vardn con la letra p.

Si en cada repeticion del experimento aleatorio se observa un solo individuo por vez:

- los resultados varon o mujer seran eventos mutuamente excluyentes. Como dos
eventos mutuamente excluyentes son aquellos que, no pueden presentarse
conjuntamente. Si el individuo que se observa es vardon, no puede ser a la vez
mujer.

- P (S) = 1, es decir, la probabilidad del conjunto definido por todos los resultados
posibles de un experimento es igual a 1.

Si simbolizamos los dos eventos considerados en el ejemplo como V = varébn y M =
mujer, la probabilidad de que se observe un varén o una mujer es:

P(WVoM)=P(VUM) =PV)+PM)=PW)=1
Luego, si P (V) = p, entonces: P(M) =1 -p

Una funcion de probabilidad de variable aleatoria discreta puede ser expresada por
medio de una funcion matematica,

una tabla o un grafico. Resultados del X P(x)
. . . experimento

A partir de estas consideraciones,

podemos construir la siguiente tabla v 1 p

gue representa la funcion de M
probabilidad de la variable aleatoria
Bernoulli considerada:

De manera mas general, la funcion
puede expresarse por medio de una férmula matematica P(X = x) = p*(1 - p)* = »
parax=006x=1

Esta funcion de probabilidad se P(x)
grafica mediante el ya conocido !
grafico de bastones; el que se utiliza 08
siempre que consideramos una 08

variable aleatoria discreta. o

En nuestro ejemplo: o

Donde P (Varén) = p = 0’50 y P -0.4 -0.2 DD 02 04 06 08 1 1.2 14
(mujer) = 1-p = 0,50

-0.2
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4.3.1.1 Parametros de una Distribucion Bernoulli:

e La esperanza matematica de una variable Bernoulli se obtiene sumando cada
uno de los valores posibles de la variable, multiplicados por su probabilidad de

1
ocurrencia: E(X)=in P(x,)

i=0

Reemplazando P (x;) por P(X = x) = p* (1 - p)* ¥ obtenemos:
1
E(X)=>x p* 1-p)""
i=0

En tanto que, por definicién, la variable aleatoria Bernoulli sélo puede tomar los
valores 0 y 1, reemplazamos en la formula anterior xi en primer lugar por el valor 0 y
luego por el valor 1 dentro de la ~ y tenemos:

EX)=0.p°.(1-p) " °+1.p'.(1-p)°=0.1.(1-p)+1.p.1=0+p=p
E(X) =p
La esperanza matematica de una variable con distribucién Bernoulli es p.

e La varianza de una variable con distribucion Bernoulli.
1
V(X) =[x —E(X)]*P(x)
i=0

Volvemos a reemplazar x, primero por el valor 0 y luego por el valor 1, aplicando la
féormula de varianza ya conocida.

Para visualizar mejor el célculo de la varianza es posible realizar la siguiente tabla:

f x Px) [x-EXP [x-EXP.Px)

0 (1-p) (0-p) (0-py.(1-p)
P (1-p)* (1-pf.p

La varianza de X sera la suma de la Ultima columna de la tabla:
VX)=(0-p)*.(1-p)+(1-p.p=p*(1-p)+(1-p)p
Ahora bien, sacando a (1 - p) como factor comun, tenemos:

=(1-p)[P*+(1-p)pl=(1Q-p)(p2+p-p2)=(1-p)p

Es comun, en la literatura estadistica llamar g a (1 - p) por lo que podemos escribir:
V(X)=p.A-p)=p.q

En consecuencia, la desviacion estandar sera:

D(X)=4p.q

Ejemplo 7

Se investiga una nueva vacuna y se estudia si, en un animal en particular, la
inoculacion es efectiva o no.

Si se ha establecido por ejemplo, que la vacuna es efectiva un 80% de las veces en
que se aplica, p sera igual a 0,80. Por lo tanto, la probabilidad de que un animal
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elegido sea sano sera p = 0,80. Ldgicamente, la probabilidad de seleccionar un animal
enfermo sera de 0,20.

Sano (x =1)p =0,80
Enfermo (x = 0) g = 0,20

4.3.2 Distribucion Binomial

La distribucién binomial es una distribucion de probabilidad que permite describir
fendmenos de diverso tipo bioldgicos, sociales, etc.

Para llegar a encontrar la ley binomial debemos estar en presencia de un experimento
aleatorio en el que se realizan n representaciones de un experimento aleatorio que
tiene las siguientes caracteristicas:

1. Las observaciones posibles pueden obtenerse mediante 2 métodos de muestreo
distinto. Cada observacion puede ser seleccionada de una poblacion infinita sin
reemplazo o de una poblacion finita con reemplazo®.

2.Los posibles resultados son dos sucesos mutuamente excluyentes que

designamos con A y A.

.El resultado de cada prueba es independiente de los resultados anteriores.

.La probabilidad de que ocurra el suceso A se mantiene invariablemente de

prueba en prueba y lo simbolizamos con p.
luegoP(A)=p y P(A)=1-p=g

La variable aleatoria considerada: X = niUmero de veces que aparece A.

AW

Ejemplo 8

Un bidlogo que toma una planta y la clasifica de acuerdo a si presenta o no floracion.

Suponiendo que este bidlogo toma una muestra de 3 plantas y procede de la siguiente
manera:

a) Toma la primera planta seleccionada en la muestra y la clasifica de acuerdo a si
tiene flores o no.

b) Repone esa planta, selecciona la segunda y la clasifica también de acuerdo a si
presenta flores o no.

c) Procede de la misma manera con la tercera planta de la muestra.

Cada vez que el bidlogo observa una planta seleccionada estd realizando un
experimento del tipo Bernoulli®. Recapitulando:

a) Se repite varias veces un experimento del tipo Bernoulli siendo sus resultados
independientes.

b) En cada prueba, el resultado puede clasificarse en una de dos categorias
mutuamente excluyentes que denominamos "éxito" o "fracaso".

c) La probabilidad p de éxito en cada prueba (que en este caso es encontrar una
planta con flores), se mantiene constante de prueba a prueba.

d) El experimento se realiza un nimero n predeterminado de veces.

! Ver “Muestreo con remplazo y muestreo sin reemplazo” en el anexo al final de esta unidad.

2 Un experimento de tipo Bernoulli surge cuando se selecciona al azar una unidad experimental y, en base a
caracteristicas predeterminadas, se la clasifica en una de dos categorias mutuamente excluyentes y
exhaustivas.

e
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En general, cuando el experimento presenta las caracteristicas enunciadas
precedentemente y la variable aleatoria de interés se define como "la cantidad de
veces que se presenta uno de los dos resultados posibles, generalmente denominado
"éxito", se tiene una variable con distribucién binomial”.

Una variable con distribucion binomial se define como la cantidad de veces
que se presenta uno de Ilos dos resultados posibles, generalmente
denominado éxito, en una serie finita de repeticiones de experimentos del
tipo Bernoulli.

Volviendo al ejemplo del bidlogo, los resultados posibles del experimento que consistia
en observar la floracion de plantas son los siguientes:

Sea F = la planta tiene flores (éxito) y F =1la planta no tiene flores (fracaso)

Definimos la variable aleatoria X = cantidad de plantas con flores = cantidad de éxitos
en las n = 3 repeticiones del experimento.

Considerando P (F)=p vy P(E)=1—p=q

El primer resultado de la tabla (FFF) indica que la primera planta observada tiene
flores y la segunda tiene flores y la tercera tiene flores.

Asimilando este resultado a la teoria de probabilidades, podemos simbolizarlo como:
P(FyFyF)=P(FN FN F)

Al ser definida cada repeticion del experimento como independiente de las demas, se
tiene:

PFNFNF)=P(F).P(F).P(F)=p.p.p=p°

(Ya que establecimos que p es la
probabilidad de éxito - planta con flores).
/Eventos

X Probabilidad

Como q expresa la probabilidad de fracaso,
de la misma manera se establecieron las FFF 3 ppp = p°
probabilidades de los demas resultados del FFE 2 pPpa = p°q
experimento aleatorio. FEF 2 pap = p’q
Podemos asi construir la siguiente tabla: FFF 2 app = p’q
A partir de ella y reacomodando FFF ! Paq =pq.
convenientemente las probabilidades, FFF 1 qpq = Dq:
obtenemos: FFF 1 qqp = pq-

FFF 0 qqq = ¢’

Puede verificarse que la suma de P(x) = 1 a partir del desarrollo del cubo de un
binomio p® + 3p%.q + 3p.g> + g = (p + q)®. Ycomop + q = 1, luego (p + q)% = 1.

Hemos expresado la funcién de probabilidad de una variable binomial por medio de
una tabla. De ella podemos deducir la generalizacion de la funcién de probabilidad de

una variable binomial, es decir P(X =X) =C: p*.q"”"
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Esta formula matematica expresa la funcién de probabilidad de una variable aleatoria
discreta binomial. Representa la distribucion de probabilidad binomial para obtener un
numero de éxitos X, si se conocen los parametros de la distribuciéon n y p.

La estructura de la formula binomial consta de dos partes:

X

- una de ellas corresponde al término p* q" ~ *. Este nos indica que cualquier
resultado del experimento debe tener x éxitos y n - x fracasos en el conjunto
de n pruebas.

- la otra parte expresa la cantidad de maneras mutuamente excluyentes en las
que los x éxitos y los n - x fracasos pueden ser ordenados. En algebra, a este
término, se lo denomina nimero combinatorio o combinaciones de n elementos

n!

tomados de x en x, que es igual a Cz=—
x!'(n—x)!

Si en el ejemplo del bidlogo nos interesa encontrar la probabilidad de obtener 2
plantas con flores al seleccionar 3 plantas, o sea, P(X = 2), esta probabilidad tiene 3
resultados favorables de los 8 resultados posibles, que son:

FFF FFF FFF
Hay tantos resultados favorables al evento “obtener 2 plantas con flores”, como la

forma de seleccionar 2 objetos a un mismo tiempo a partir de un conjunto de 3
objetos.

3l

Esta cantidad se puede obtener utilizando el nimero combinatorio Ci:ﬂ que se
L ) 2 3.2.1
lee combinaciones de 3 elementos tomados de 2 en 2, obteniendo C3=m =3

Esto significa que hay tres maneras de elegir dos plantas con flores, en un conjunto de
tres plantas. Hay tres resultados posibles a este evento.

P(FFFUFFFUFFF)=P(FFF)+P(FFF)+P(FFF)=
2
=p’a+p’q+p’qa=C,p°q=3p°q
La probabilidad de la unién de estos eventos se calcula como la suma de las

probabilidades, ya que los 3 son eventos mutuamente excluyentes.

Ahora bien, si el experimento se realiza un numero n finito de veces, los n + 1
posibles valores de x seran: x =0, 1, 2, ..., n.

Ya vimos en el ejemplo de las plantas que, al observar n = 3 plantas, X = cantidad de
plantas con flores, puede tomar los valores 0, 1, 2 y 3.

Supongamos que la probabilidad de encontrar una planta con flores en este
experimento en particular es p = 2/3. La probabilidad de encontrar una sin flores sera

1-p=q=1/3.
[ x P(X) N

0 3. (3P =1.1. I
27 27
En este caso construimos la siguiente tabla 1 CLE@) . (13)? :3_i_i -4
gue expresa la funcion de probabilidad ? :1)’ ;
como: 2 CIBP.(1B) =3. —. — ==
277 9 9
CI 23y, (1/3)° =1. 24 -2
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La representacion grafica de la funcién de probabilidad de esta variable binomial es:

P(x)
12/27 |

8/27

6/27

1/27

0 05 1 15 2 25 3 35

Como estamos considerando todos los resultados posibles de un experimento
Bernoulli, la suma de todas las probabilidades asignadas debe ser igual a 1.

Es posible demostrar esta afirmacién el teorema binomial, de la siguiente manera:

2 P(X=x)=3C, P .0 =(p+q)"=1"=1
x=0 x=0

4.3.2.1 Parametros de una Distribucion Binomial:

La variable binomial surge de la repeticién de experimentos Bernoulli; por eso, la
esperanza matematica se calcula sumando n veces la esperanza matematica de la
variable bipuntual que es p, o sea:

E(X)=(p+p+p..+p)=n.p donde p:%

Siendo M la cantidad de elementos de la poblacién que pertenecen a la categoria
definida como éxito y N el total de elementos de la poblacion.

- La esperanza matematica de una variable con distribucion binomial es
E(X)=n.p
- La varianza de una variable con distribuciéon binomial es V(X)=n.p.q

- La desviacion estandar de una variable con distribucion binomial es la raiz
cuadrada positiva de D(X)=,/n.p.q

Debido a la complejidad matematica para calcular probabilidades de variables
binomiales, existen tablas donde se pueden encontrar estas probabilidades ya
calculadas. Consultar documento que aparece en:

http://www-eio.upc.es/teaching/estad/MC/taules/com-usar-taules.pdf
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4.3.2.2 Caracteristicas de una Distribucion Binomial:

Cada vez que se indican los parametros n y p, se origina una distribucién de
probabilidad binomial. La forma de la distribucién depende de n y de p que son los
parametros. Observamos a continuacion varias distribuciones binomiales para distintos
valores de p.

O ¥ v

X

A medida que p se acerca a 0,5 la distribucidon se hace mas simétrica y mas grande la
dispersién. Al aumentar n, para cualquier valor de p, la asimetria es menos
pronunciada.

4.3.3 Distribucion Hipergeométrica

La distribucidn hipergeométrica es una distribucidén cercanamente relacionada con la
distribucion binomial.

La situacidn experimental en la que se define una variable hipergeométrica también
presume la extraccion de elementos de una determinada poblacién a los que podemos
clasificar en una de dos categorias mutuamente excluyentes y exhaustivas
denominadas éxito y fracaso.

En la practica, la mayoria de los muestreos se efectian sin reemplazo, ya que
seleccionar al individuo varias veces en la muestra, no tiene sentido. Pero cuando la
muestra es muy pequefia en relacidén al tamano de la poblaciéon de la que proviene,
debemos considerar que estamos en presencia de un esquema binomial.

Veamos dos ejemplos para analizar si el muestreo debe hacerse con o sin reemplazo.

Problema de aplicacién (a)

Supongamos, por ejemplo, que se debe extraer una muestra de tamafio n = 100 de
una poblacién de 1.000.000 de habitantes donde se conoce que 600.000 son varones.
Veremos entonces qué pasa al extraer individuos de esta poblacion.

La probabilidad de que el primer individuo extraido sea vardn sera:

600.000/1.000.000 = 0,60. La probabilidad de extraer el segundo individuo varén
sera: 599.999/999.999 = 0,5999, la de extraer el tercero sera:

599.998/999.998 = 0,5999 y asi sucesivamente. Si comparamos estos cocientes,
vemos que la probabilidad practicamente no varia de repeticidon en repeticion.

En este caso particular podemos adaptar un modelo de muestreo con reemplazo.

Problema de aplicacion (b)

En la reunion de una cooperadora escolar a la que asisten 20 personas, entre las que
hay 14 mujeres, se quiere seleccionar una muestra de 5 personas para integrar una
subcomision.
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Si definimos una variable aleatoria X como la cantidad de mujeres que integran la
comision, vemos que la probabilidad de extraer la primera mujer serd 14/20 = 0,70;
la probabilidad de extraer la segunda sera de 13/19 =0,684; la de extraer la tercera
de 12/18 = 0,67 y asi sucesivamente.

Vemos aqui, que la probabilidad condicionada de extraer mujeres de esta poblacion,
no se mantiene constante en cada repeticion del experimento.

Por este motivo, no es posible aplicar el esquema binomial. Estamos ante la situacion
de un muestreo sin reemplazo donde la probabilidad de extraer un elemento de la
poblacidn varia en cada repeticion.

En este caso, la variable asi definida sigue una distribucion denominada
hipergeométrica.

La distribucion hipergeométrica se aplica al muestreo sin reposicion de una
poblacién finita, cuyos elementos pueden ser clasificados en dos categorias.

Antes de expresar la formula correspondiente a una funcidon de probabilidad
hipergeométrica, tendremos en cuenta la siguiente simbologia:

N
M

cantidad de elementos de la poblacién.

cantidad de elementos de la poblacion que pertenecen a la categoria éxito.
N - M = cantidad de elementos de la poblacidon que pertenecen a la categoria fracaso.

n = cantidad de elementos en la muestra seleccionados de los N elementos de la
poblacién.

x = cantidad de éxitos en la muestra.
n - x = cantidad de elementos de |la muestra que pertenecen a la categoria fracaso.

La funcion de probabilidad correspondiente a una variable aleatoria hipergeométrica,
es la siguiente:

X n—x
_ _ CM'CN—M
P(X =x)= B
N
En sintesis:

Una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica se define como la
cantidad de individuos que pertenecen a una cierta categoria, extraidos de
una poblacion dicotomica por medio de un muestreo sin reemplazo.

4.3.3.1 Parametros de una Distribuciéon Hipergeométrica:

Dejando de lado las operaciones involucradas, diremos que la expresion de la
esperanza matematica es:

nM M
E(X)=——-=n donde p=—
(X) N p P=7
Donde M/N es la proporcién de éxitos en la poblacidon (similar al p de la distribucién
binomial).

A su vez, la varianza de una variable hipergeométrica es:
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(N-n)
((N-D)
La esperanza matematica es la misma que la vista para la distribuciéon binomial. La

varianza también es la misma, pero multiplicada por el factor (N - n)/(N - 1), conocido
en estadistica como factor de correccion para poblaciones finitas.

nM (N-M) N-n

V(X)= ) =
X) N N N-1

npq

El cdlculo de probabilidades hipergeométricas es muy complicado si no se tiene un
programa de computacién adecuado, ya que se deben calcular factoriales de alto
orden.

Ejemplo 9

Un importante estudio contable tiene 18 secretarias; 8 de las cuales han estado en la
firma por mas de 6 afos. Si un ejecutivo desea seleccionar 4 secretarias para
asignarles una tarea nueva:

¢Cual es la probabilidad de que en dicha comision haya 2 de ellas que tengan menos
de 6 afios de experiencia?

De acuerdo a la informacion dada es posible organizar la informacién:

[N: 18 Secretariaa]

& afios en la empresa

[n: 4 Secretariaf.]

Si se define la variable aleatoria X como la cantidad de éxitos en n pruebas, sera
X =2, ya que en este caso, la categoria éxito corresponde a la extraccién de
secretarias con menos de 6 afios en la firma.

- La probabilidad hipergeométrica:

C.»C. 10814114
C! 28268

P(X =2)= =0,4118

- El nUmero esperado de secretarias nuevas:
4.10
E(X) = - 2,22 Secretarias nuevas
- La varianza de esta distribucion sera:
10 E (18-4)

V(X)=4.— . —. =0,8134
18 18 (18-1)

Podemos resumir hasta ahora lo desarrollado entre las tres distribuciones
desarrolladas, Bernoulli, Binomial e Hipergeométrica.

Probabilidad y Estadistica I — Unidad N°3
Mg. Lucia Sacco Pagina 19




Licenciatura en Ensefianza de la Matematica — FRSN - UTN

Exito: v]
Fracaso: q = (1-p)

En el caso de
una sola
ohservacion
Es decir: n=1

Distribucion Bernoulli

P(x) = p"(1-p)™
X=0n1

En el caso de
mas de una
observacion
Es decir: n=1

Sin reemplazo ¢ Con reemplazo

Distribucion Binomial

px)=C " d

Distribucion Hipergeométrica

Cuando el tamafio de la muestra es muy peguefio
comparandolo con el tamafio de la poblacion

4.3.4 Distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson puede ser estudiada desde dos puntos de vista, como
distribucion limite de la distribucién binomial o como proceso estocastico.

Trataremos de estudiarla desde estos dos puntos de vista de la manera mas sencilla
posible.

4.3.4.1 Distribucion de Poisson como limite de la distribucion binomial

Para estudiar la distribucién binomial, siempre se consideran muestras de tamano
pequeno. En ellas, las unidades experimentales podian pertenecer a una de dos
categorias (atacados o no atacados por hepatitis B, insectos vivos o muertos,
supermercados que compran o no compran, etc.).

Pero en muchos casos nos encontraremos ante muestras de tamafio bastante mayor y
si, ademas, la probabilidad de que ocurra lo que hemos denominado un éxito es
pequena, en lugar de calcular probabilidades por medio de la distribucién binomial,
utilizaremos una nueva distribucién de variables discretas conocida como distribucion
de Poisson.

e
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Ella se ocupa del nimero de veces que ocurre un acontecimiento raro ("p" chico), ya
que a diferencia de la distribucidon binomial, es muy grande el nimero de veces que el
acontecimiento no ocurre.

En general se toma por convencion m = np < 5; es decir np menor a cinco unidades.

La funcién de probabilidad de una variable poissoniana X estd dada por:

e’".m”
P(X=xX)=——
X!
Dondem > 0,x =0, 1, 2, ..., y e: nimero neperiano (constante matematica).

En la distribucidn de Poisson el pardmetro m es tanto la esperanza matematica como
la varianza de la distribucion.

E(X)=V(X)=m

Ejemplo 10

Supongamos que un agronomo sabe, a través de la literatura existente sobre el tema,
que el 2% de las semillas correspondientes a una especie determinada, no germinan
en un tipo especifico de suelo.

A los fines de tomar los recaudos pretinentes, antes de comenzar cierta investigacion,
desea conocer la probabilidad de que, en el caso de sembrar 100 semillas, 6 de ellas
no germinen.

En primer lugar, debemos calcular el valor del pardmetro “m”, esperanza matematica
de la distribucién.

Entonces, como estamos considerando la distribucion de Poisson como limite de la
distribucién binomial, la esperanza matematica se calcula igual que en este caso.

Teniendo en cuenta que m=n.p con n=cantidad de semillas en la muestra y p=
proporcion de semillas que no germinan, obtenemos:

m = np = 100 . 0,02 = 2 semillas no germinadas

Luego, definiendo a la variable en estudio X = cantidad de semillas no germinadas en
la muestra de 100 semillas, la probabilidad resulta:

-2 6
P(X =6)= 22 0,012
6!

Existen tablas donde se encuentran ya calculadas las probabilidades correspondientes
a una variable con distribucion de Poisson.

Consultar documento que aparece en:

http://www-eio.upc.es/teaching/estad/MC/taules/com-usar-taules.pdf

Buscando convenientemente en la tabla, obtenemos P(X = 6) = 0,0120. Este valor nos
indica que existe una probabilidad de 0,012 de que no germinen 6 semillas en la
muestra de 100 semillas.

Como vemos en este ejemplo, el tamafio de la muestra es grande, n = 100 y la
probabilidad de éxito, que en este caso es la no germinacion de una semilla, es muy
baja ya que p = 0,02.

En realidad, el esquema del experimento coincide con el expuesto en el caso de una
variable con distribucién binomial, a saber:
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Una unidad experimental (la semilla) puede ser asignada a una de dos categorias
(germina o no germina). A su vez, la variable en estudio se define como la cantidad de
veces que se da una categoria en particular que se denomina éxito. En este caso, la
variable aleatoria es la cantidad de semillas que no germinan.

Lo que hemos hecho es asimilar esta distribucién binomial en origen, a una
distribucion Poisson, ya que el tamano de la muestra es grande y la probabilidad de
éxito es pequefa.

4.3.4.2 Distribuciéon de Poisson como proceso estocastico

Otra manera de definir la distribucion de Poisson es considerando que surge a través
de un proceso aleatorio.

Esta consideracién establece una variable poissoniana distribuyéndola en forma
espacial o temporal a lo largo de una muestra. A su vez, esta distribucion debe ser
estrictamente al azar o aleatoria o estocastica.

Ejemplo 11

Un investigador en ecologia esta estudiando la distribucién de plantas de musgos en la
ladera de una montafia.

Para eso, divide la superficie del terreno en estudio en cuadriculas del mismo tamano
marcadas con un hilo. Dentro de cada cuadricula asi establecida, cuenta la cantidad de
plantas de musgo. Lo que esta haciendo este investigador, precisamente, estudiar la
distribucién espacial de las plantas de musgo en el terreno que eligido para hacer la
investigacion. Ademads, no existen razones para suponer que las plantas de musgo no
se distribuyen aleatoriamente a través de las cuadriculas, si ellas fueron marcadas
objetivamente.

Graficamente, tendriamos:

XX | X XXX | X
X XX | XXX | X XX

La variable de una distribucién de Poisson X se define ahora como la cantidad de
eventos que ocurren por unidad de tiempo o de espacio y toma valores desde 0 en
adelante.

Una variable poissoniana definida a través de un proceso estocastico debe cumplir las
siguientes propiedades:

1) Su correspondiente media o esperanza matematica debe ser pequeifia en
comparacién con el nimero maximo de eventos ocurridos en cada unidad de
tiempo o de espacio. En otras palabras, el evento debe ser 'raro'. En el
ejemplo dado en primera instancia, los cuadrados donde se cuentan las plantas
de musgo deben ser lo suficientemente grandes como para que las plantas de
musgo puedan crecer y desarrollarse fisicamente. Asi, un cuadrado de 1 cm.
de lado es muy pequefio para que pueda desarrollarse una gran cantidad de
plantas de musgo y considerar su distribucién espacial segun una distribucion
de Poisson.

En cuanto a los fendmenos distribuidos temporalmente, la longitud del
intervalo de tiempo debe ser lo suficientemente grande como para que, la

. ]
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ocurrencia del evento pueda seguir una ley de comportamiento poissoniana
(ser raros).

2) La aparicion de un éxito debe ser independiente de los éxitos anteriores en una
misma unidad de tiempo o de espacio.

De esta manera, la apariciéon de una planta de musgo en una cuadricula del campo no
debe impedir ni favorecer la presencia o el desarrollo de otras plantas de musgo.

En sintesis, los eventos que poseen las propiedades de raros y aleatorios se
distribuyen mediante una distribucion de Poisson.

Ejemplo 12

Se estudia la distribuciéon de células de levadura en 400 cuadriculas de un
hemacitdmetro. Este es un aparato semejante al utilizado para hacer los recuentos de
las células sanguineas y de otras estructuras microscopicas suspendidas en liquidos.

Después de haber muestreado 400 cuadriculas y contado la cantidad de células de
levadura en cada una de ellas, se obtuvo la siguiente tabla de distribucién de
frecuencias:

ﬁantidad de células Cantidad de cuadriculas
por cuadricula observadas

75
103
121

54

30

13

0
1
2
3
4
5
5]
7
8
9

Puede observarse que hay 75 cuadriculas que no presentan ninguna célula de levadura
y que la mayor parte de las cuadriculas poseen sélo 1 o 2 células.

Por el contrario, Unicamente 17 cuadriculas contienen 5 o mas células de levadura.
¢Qué nos hace pensar que esta distribucion de frecuencias siga una ley de Poisson?

Empecemos calculando la esperanza matematica o promedio de esta distribucion:

X = 1,8 células por cuadricula

Vemos que se trata de un valor muy pequeno, considerando que la cantidad de células
que podrian existir en una cuadricula es muy grande.

Esto nos lleva a pensar que estamos en presencia de un acontecimiento relativamente
raro. También podriamos esperar que la existencia de células de levadura en un
cuadrado, fuese independiente de la existencia de este tipo de células en otros
cuadrados.

Asi, la observacién de los resultados de este experimento cumple con las propiedades
que hemos enunciado al considerar una distribucién de Poisson como proceso
estocastico.
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Ahora bien, si quisiéramos calcular la probabilidad de que, por ejemplo, se observen 2

células de levadura en una cuadricula en particular, debemos considerar el Unico
parametro que caracteriza a una distribucién de Poisson:

Luego:

m = 1,8.

P(X = 2) = 0,2678
Segun lo obtenido utilizando la tabla de Poisson.

SiNTESIS DE LA DiISTRIBUCION DE POoisSsonN

Distribucion de Poisson

SUCesOs raros
v aleatorios

Como limite de la binomial

Si
p &5 chicoy
n es grande
m=np<5

Como proceso estocastico

mit
Promedio por unidad
de tiempo, de espacio o
volumen

m”. En este ejemplo:

La distribucién de Poisson es importante debido a los numerosos fendmenos aleatorios

que parecen seguirla.
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5. Distribucion de probabilidad de variables aleatorias
Continuas

Veremos, ahora, como se comportan las funciones de probabilidad cuando la variable
aleatoria es continua.

Se definid una variable continua como aquella que puede tomar un ndmero infinito de
valores de entre dos puntos fijos cualesquiera.

5.1 Funcion de densidad de probabilidad

Para ayudarnos a comprender la naturaleza de la distribucion de una variable continua
se debe pensar en el histograma de frecuencias relativas que origina una variable de
este tipo e imaginese que el nimero de observaciones crece y que la amplitud de los
intervalos de clase se hace muy pequeno. Es asi como el poligono de frecuencia se
transforma en una curva, que es la forma de representar las distribuciones de
probabilidades continuas.

Esto se explica pensando que la superficie representa la suma de las probabilidades de
todos los valores posibles de la variable aleatoria (condicion de cierre)

Si se consideran dos puntos a y b sobre el eje x, el area bajo la curva limitada por a y
b nos dard la P(a £ x £ b)

iy
n

X 5 x¢

Para calcular probabilidades asociadas con sectores o intervalos es conveniente usar
una expresién en x o una funcidon no negativa de x, representada por f(x) y que se

conoce con el nombre de funcion de densidad de probabilidad.
Esta funcién densidad de probabilidad satisface:
a) f(x)>0 para todo x

b) [ f(dx=1

b
c) Para cualquier a, b, tal que —co<a<b <+ tenemos P(a< X <h) =I f(x) dx
a

5.2 Distribucion normal

La distribucién de probabilidad conocida como distribucién normal es, por la cantidad
de fendmenos que explica, la mas importante de las distribuciones estadisticas.

Para muchas clases de experiencias, en las ciencias bioldgicas, en las ciencias fisicas,
en la industria, etc., se encuentra que la distribucion normal se aproxima a la
distribucion empirica obtenida en un gran nimero de repeticiones del experimento.

. ]
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A la distribucidon normal también se la denomina con el nombre de campana de Gauss,
pues al representar su funcién de probabilidad, ésta tiene forma de campana.

Gauss y Laplace, cuyos nombres lleva la ley, llegaron a ella estudiando la distribucion
de los errores de las observaciones. Bajo la influencia de sus trabajos se considerd
mucho tiempo casi como un axioma que todas las distribuciones estadisticas se
aproximarian a la normal si se dispusiera de un numero suficientemente grande de
observaciones.

Sin que hoy puedan aceptarse tales ideas, debe sefialarse la extraordinaria frecuencia
con que esta distribucion se encuentra en las mas variadas aplicaciones y también
como otras pueden reducirse a ésta.

Para indicar que una variable aleatoria sigue una distribucién normal de media
E(X) = u y desviacion estandar o =./V(X) usaremos la expresion: X ~ N (4, o)

5.2.1 Definicion de funcién de densidad
Diremos que la variable aleatoria X se distribuye normalmente con pardmetros
E(X)=p y o=yV(X) (X~ N (4, 0)), sila funcién de densidad estéd dada por
1 Sy
f(X)=——e ? ° , para -o< X < 4+x y la podemos representar para distintos
o~\27
valores de o: Normal(2,1)

Cuanto mas pequeiia sea o0, tanto mas
concentrada resulta la masa de las 04 7 T

distribucién en el entorno del punto x = f!* \
_| { Y

o3 J-" * "..

Las caracteristicas mas generales de esta 0.2 — * *\

curva son:
0,1 /| !
e Tiene forma de campana, siendo

simétrica con respecto a p.
La media, mediana y modo coinciden. T T 1 T, T T
Es asintdtica con respecto al eje x.

e La distribucion normal queda
completamente determinada por los valores y y o es decir que existe una curva
para cada par de estos valores.

e El rango intercuartil es aproximadamente iguala 1,33 ¢

Funcién de densidad (f.d.p.)

Valores de lav.a. X

Con un valor de py y de 0 podemos determinar el area bajo la curva entre dos valores
cualesquiera de la variable, (o sea, Ila
probabilidad), para lo cual necesitamos hacer
un cambio de escala. Este cambio de escala
consiste en expresar la variable aleatoria X en
términos de una variable Z, denominada Frob =0 0545
variable aleatoria estandarizada.

Mean: 2 Sthev: 1.5

Consultar el siguiente enlace:

http://psych.colorado.edu/~mcclella/java/norm
al/accurateNormal.html

En este enlace, a través de una sencilla

aplicacion, es posible comprobar a través de un 'f-g E-E
applet, como la distribucion normal representa : :
un area bajo la curva. Start -1 End: 5

. ]
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Cambiando arriba los valores de la media y la desviacidn estandar, y abajo los valores
entre los cuales queremos calcular la probabilidad, es decir, a qué porcidon de espacio
bajo la curva normal corresponde la probabilidad buscada.

5.2.2 La distribucion normal estandar

No existe una sola distribucién de probabilidad normal, sino una “familia” de ellas.
Cada una de las distribuciones puede tener una media (4) o una desviacion estandar
distinta (o). Por tanto, el numero de distribuciones normales es ilimitado y seria
imposible proporcionar una tabla de probabilidades para cada combinacion de p y o.

Para resolver este problema, se utiliza un solo “miembro” de la familia de
distribuciones normales, aquella cuya media es 0 y desviacidon estandar 1 que es la
gue se conoce como distribucién estandar normal, de forma que todas las
distribuciones normales pueden convertirse a la estandar, restando la media de cada
observacién y dividiendo por la desviacidon estandar. Primero, convertiremos la
distribucion real en una distribucidn normal estandar utilizando un valor llamado
estadistico Z que serd la distancia entre un valor seleccionado, designado X, vy la
media y, dividida por la desviacién estandar o.

Entonces, dada una variable aleatoria continua X ~ N (uy, 0), la variable
X_
z=""H

o

~ N(0,1) . Efectivamente:

E(Z):E{X_'u}=iE[x—,u]=l[E(X)—,u]=0 (Esperanza matematica)
o o o

V(2) :V{X_—“} Ry iZV(X) -1 (Varianza)
O

o o’
ZZ
1 o7
—€
27
De esta manera, un valor Z mide la distancia entre un valor especificado de X y la
media aritmética, en las unidades de la desviacidon estandar.

La expresion de la funcion de densidad es la siguiente f(X)=

Por su condicion de simetria, dos valores
diferentes de x; (o de z) que muestran la
misma desviacion en valor absoluto de p
tienen la misma densidad de probabilidad.

La transformacion que sufre el eje de las x  — o b — 5 — T30,

sera: T | | | T | Tz
-3 -2 -1 0 1 2 3

Al determinar el valor Z utilizando la expresion

anterior, es posible encontrar el &area de Normal(0,1)

probabilidad bajo cualquier curva normal
haciendo referencia a la distribucion normal
estandar en las tablas correspondientes.

0,3
Consultar: “Tabla de distribucion normal
estandar N (0, 1)” en:

http://www.vadenumeros.es/sociales/tabla-
distribucion-normal-tipificada.htm

02 —

0,1

Funcién de densidad (f.d.p.)

Dicha tabla proporciona la probabilidad de que 00
la variable aleatoria normal estandar Z tome

Valores delav.a. Z
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un valor situado a la izquierda de un nimero c, P (Z<c).

En otras palabras, esta tabla nos da el valor del drea encerrada por f(x) entre - y c.

Si analizamos la tabla de Distribucion ¥
Normal Estandar acumulada (- « a z), en la
parte superior se presenta el centésimo de
z y a la izquierda el entero con el décimo
correspondiente a cada valor de z.

Piz=k) N{0.1)

F4 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08 0,07 0,08 0,08

0,0 0.5000 || 0,5040 (|0,5080 [0,5120 || 0.5160 (| 0,5199 | 0,5239 || 0,5279 | 0,5319 || 0,5359

0.1 0,5398 | 0,5438 |0,5478 |0,5517 || 05557 || 0,5596 | 0,5636 | 0.5675 | 0,5714 | 0,5753

0,2 0.5793 |[0,5832 || 0,5871 [0,5910 || 0,5948 || 0,5987 || 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141

0,3 0.6179 | 0,6217 |0,6255 |0,6293 || 0.6331 || 0,6368 | 0.6406 | 06443 | 0,6480 | 0,6517

0.4 0.6554 || 0,6591 |0,6628 |0,6664 || 06700 || 06736 | 0,6772| 0,6808 | 0,66844 | 0,6879

0,5 0.6915 | 0,6950 (|0,6985 [0,7019 || 0.7054 | 0,7088 | 0,7123 || 0,7157 | 0,7190 | 0,7224

ne n 72e7 Nn7201 0N 7324 0In 7T I 7RRAIATFA2 0NN TARANIN TARR TN TEAT TN 7540

Ejemplo 13:

Dada la distribucion N (0,1) encontrar:
i) P(z<1)

i) P(z>1)

i) P (-2 <z<0)

i) Buscando en Tabla se obtiene: P(z < 1) = 0,8413

ii) Buscando en la Tabla se obtiene: P(z>1)=1-P(z<1) =
= 1-0,8413 = 0,1587

Mean: 0 StDev: 1

iii)P(-2<2<0)=P(z<0)-P(z<-2)

Buscando en tabla:
P (z<£0)=0,5
P (z<-2)=1 - P(z22)=1 - 0,9772= 0,0228

Frob =0.4772

Realizando:
P(-2<z=<0)=P((z=<0)-P(z=-2)=
=0,5-0,0228= 0,4772 jg gg
Start -2 End: a
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Consultar para otros ejemplos:

http://www.vadenumeros.es/sociales/manejo-tabla-normal.htm

Puede, ademads, interesar encontrar un valor en particular asociado con una
probabilidad determinada.

Si analizamos la Tabla de Distribucion Normal Acumulada de:

http://www.elosiodelosantos.com/sergiman/div/tablnorm.html

Si queremos encontrar zgsiendo P (z £ zp) = 0,1112 =z = -1,22

Para valores negativos de =

Normal u} 0.01 0.0z 0.02 0.04 0.05 0.086 0.07 o0.08 0.09

o 0.5|0.496010644| 0.492021686(0.4880232527| 0.484046563(0.4800611594| 0.476077817| 0.47209682(0.458118628|0.464143607

-0.1|0.460172163(0.456204687| 0.452241574| 0.448283213| 0.4443259555(0.440382308| 0.436440537| 0.422505068( 0.428576284|0.424654565

-0.2| 0.420740291(0.416833837| 0.412335577| 0.409045885| 0.405165128|0.401233674| 0.3597431887| 0.393580127|0.389738752|0.3853081193

-0.3|0.382088578(0.378280478| 0.374484165|0.370693381| 0.366928264|0.363169345| 0.359423567| 0.355691245|0.351972708|0.348268273

-0.4|0.344578258(0.3409025974| 0.327242727|0.323597821| 0.229968554| 0.22635522| 0.22275811|0.219177509|0.215613697|0.212065549

-0.5|0.208527525(0.205025721| 0.201521788| 0.298055965| 0.254598516|0.291159687| 0.287725715| 0.284238849| 0.2809573209|0.277595325

-0.68|0.274252118(0.270530904| 0.267628853| 0.264347252 0.2610863|0.257846111|0.254626915| 0.251428855| 0.24825223|0.245097094

-0.7|0.241963652(0.238852068| 0,.235762498| 0.232695092| 0.229649997|0.226627352| 0.223627292| 0,2206435946| 0.2176554358|0.214763884

-0.8{0.211855399(0.208570088| 0.206108054{ 0.203263392| 0.200454193|0.197662543| 0.194894521| 0.192150202| 0.189423655|0.1867 32543

-0.9|0.184060125(0.181411255| 0.178786328|0.176185542| 0.17260878|0.171056126|0.168527607|0.166023246|0.162543059| 0.16108706

-1|0.158655254(0.156247645| 0.153286423|0.151505002| 0.14916595|0.146859056 0.1445723|0.142209654( 0.14007109|0.1237856572
-1.1|0.135666061(0.1334599513|0.131356881)|0.125238112| 0.1271423151(0.125071936| 0.123024403| 0.121000484(0.119000107(0.11702219¢
q-lQ 0.11506967|0.11313944$ 0.111232437 IZI.109348552 0.107487637|0.1056453774| 0.103834681| 0.102042315| 0.10027 2568(0.098525329

—
-1.3|0.096800485(0.0595097518| 0.093417509|0.0917591326| 0.080122672|0.088507591| 0.086914962| 0.0853242451| 0.08237933222|0.0822644329

-

| -1.4l N.NANFSARRSQIN.NTA2RGR41I N.NTTANRRL41 nN.N7RARAST N.0n7493371 N.N72529261N.07214502R7IN.07N7RANRT7IN.NARG4RARRPRIN.NGRTIZTIA

6. Un poco de historia

Jacob Bernoulli descubrié que las frecuencias observadas se acercaban al verdadero
valor previo de su probabilidad al hacer crecer el nimero de repeticiones del
experimento. Pero él queria encontrar una prueba cientifica que no sélo probara que al
aumentar el numero de observaciones de la muestra se podia estimar la probabilidad

auténtica con el grado de precision deseado en cada ocasidén, sino que permitiera
calcular explicitamente cuantas observaciones eran necesarias para garantizar esa
precision de que el resultado queda dentro de un intervalo predeterminado alrededor
de la verdadera solucién.

El experimento que consiste repetir una prueba con la misma probabilidad de éxito un
numero grande de veces recibido el nombre de “experimento de Bernoulli” y, mas
adelante, tras la creacion del concepto de variable aleatoria, la variable que contabiliza
el nimero de éxitos en N pruebas se llamd ‘Bernoulli’ o *binomial’.

Bernoulli era consciente de que, en situaciones reales y cotidianas, la certeza absoluta,
es decir, la probabilidad 1, es imposible de alcanzar. Por eso introdujo la idea de la
“certeza moral”: para que un resultado fuese moralmente cierto, debia tener una
probabilidad no menor que 0.999, mientras que un resultado con probabilidad no
mayor que 0.001 se consideraria “moralmente imposible”. Fue para determinar la
certeza moral de un suceso para lo que Bernoulli formuld su teorema, la ley de los
Grandes Numeros.

Para tener una idea intuitiva de este concepto, Bernoulli propuso el siguiente ejemplo:
una urna con 30.000 bolas blancas y 20.000 negras, aunque el observador no lo sabe,
pues lo que quiere es determinar la proporcién entre bolas blancas y negras, sacando
una de cada vez, anotando el resultado (éxito si es blanca y fracaso si es negra) y
volviéndola a introducir en la urna.
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Sea N el numero de observaciones, X el numero de éxitos y p=—— la probabilidad

r+s

de éxito en cada prueba, siendo r el nUmero de bolas blancas y s el de bolas negras.
El teorema de Bernoulli afirma que dada cualquier pequefia fraccion € (que su

. 1 .
descubridor siempre escribia en la forma —— y dado cualquier numero entero
r+s
positivo grande c, se puede hallar un nimero N = N(c) tal que la probabilidad de que

X X
Wdifiera de p no mas de € es mayor que c veces la probabilidad de que W difiera de

p mas de €. Veamos todo esto con notacion matematica:
X X
Pd—=-p|<er>Cc.Pi|—=-p|>¢

O en notacion mas actual:
N X 1
Ve>0VvceZ" ANt que Pi|——p|>er<—
N c+1

Bernoulli tomé como ejemplo para aclarar este problema c=1.000 y obtuvo como
resultado que eran necesarias 25.550 observaciones. La intuicion le decia que no
hacian falta tantas y, por ello, lo intentd con otros valores de c. Desilusionado por
sentir que habia fracasado en su intento de cuantificar la certeza moral, Bernoulli no
incluyé en su libro las aplicaciones prometidas.

El que si lo hizo fue su sobrino Niklaus Bernoulli (1687-1759), que aplicé el resultado
de su tio a registros de 14.000 nacimientos y llegd a la inesperada conclusion de que
la frecuencia de nacimientos de nifios es mayor que la de nifias, en la proporcion de
18:17. Los resultados tanto de Bernoulli como de su sobrino fueron confirmados afios
después por Laplace.

De esta manera, gracias a Bernoulli, se introdujo en la teoria de la probabilidad la ley
de los Grandes Numeros, uno de los conceptos mas importantes en calculo de
probabilidades, muestreos, etc... y con amplias aplicaciones en muchos campos de la
estadistica y de las matematicas y la ciencia en general. Esta ley ademas sera objeto
de conversaciones entre matematicos en los siglos venideros, estando sujeta a
constantes estudios, mejoras y ampliaciones hasta practicamente nuestros dias.

A raiz del descubrimiento de la Ley de los Grandes Numeros, se planted el problema
de estimar la suma de un subconjunto de elementos de una expresidon de caracter
binomial. La dificultad era calcular una probabilidad que Bernoulli ya habia dejado
indicada y demostrada y era la probabilidad de que el nUmero de éxitos de un suceso
de probabilidad p y n pruebas estuviera entre A y B.

, . o L m k m-k .
Segun Bernoulli esta probabilidad era Z p* I-p)" "y la dificultad que

A<k<B k
m!

m
entrafiaba esta operacion era el calculo del nimero combinatorio [k j =—k|( !
(M—K):

Jacob consiguid realizar ciertas estimaciones de dudosa precision, pero que al no
manejar numeros muy grandes fueron suficientes para demostrar sus teoremas.
Posteriormente, De Moivre intentd ser algo mas preciso y demostré6 que para B

1
m+=
constante mli=B.e™.m 2 Con el fin de determinar el valor de esa constante,
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. - . . 1 1 1 1
construyd la siguiente expresidon logaritmica InB=1-—+

— + -
12 360 1260 1680

Y

concluyd segun sus calculos que B era igual a 2,5074.

Este resultado parecia convincente, pero De Moivre no quedd satisfecho al no poder
vincularlo con ninguna constante matematica conocida. Por ese motivo pidié consejo y
ayuda a su buen amigo James Stirling (1692-1770) quien demostro que B=+/27

Tras la obtencidon de este importante dato, De Moivre calculé una tabla m! y obtuvo un
resultado que dice lo siguiente:

n n 2 2 2
PIX=—+tlaPIX=—\pg@/MmM__2  g@n
P =p{x =gl -2

De Moivre dibujo la grafica de esta curva, introduciendo el importantisimo concepto de
“distribucion normal” y demostré que esta curva es simétrica en torno al maximo y

que los puntos de inflexion estan a distancia E . \/ﬁ de este maximo. Por tanto, aqui

estd el Teorema Central del Limite que se conoce como el hecho de que el promedio
de wuna muestra aleatoria independiente convenientemente normalizada sea
aproximadamente normal.

Ahora De Moivre ya estaba en condiciones de resolver el problema planteado por
Bernoulli en la Ley de los Grandes NUmeros:

n 2 &
PIX=—4tt=—2_ [ @ /Ngt
Z { 2 } \/2721']'([

Para finalizar, De Moivre encontré que \/ﬁ era la unidad cuya distancia del centro
debe ser medida.

Asi, la precisién de una estimacion de la probabilidad aumenta igual que la raiz
cuadrada del niumero de experimentos; en otras palabras, De Moivre acababa de
descubrir la importancia de la varianza.

De Moivre repitio el experimento de Bernoulli y obtuvo que basten 6.498
observaciones. Aunque mejord el método, no llegd a reconocer la importancia del
descubrimiento de la curva de la normal y no pudo aplicar su resultado a otros
problemas.

e
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